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A OSCILLATIONS ELECTRIQUES

AL Oscillations électriques forcées.
R L
Fi T
' '

@ ult) v(t) :IC

Figure 1

ALL Etude de la tension v(t) aux bornes du condensateur de capacité C.

AlLla Relations entre v(t) et q(t), et entre i(t) et q(t).
D’aprés les conventions indiquées sur le schéma,
L iz i e
- 1a définition de la capacité C = % donne v(r} = —q{:]
v s A

(3
gl t
- 1a définition de 1'intensité du courant i 8’écrit ;’=—-(- f}( ) :
at
| 1 NL
ALlb. Calcul de la valeur des grandeurs @, = ——= ¢t Q===
A LC ¥ R'\u'lc
i -
0y = A AN, : —————=33709.10" soit 0 = 34.10° rad.s™
NLC 0,04x22.107
[T 10,04
0, =—r=. AN.: — ——==9988 s0it Q=10
RNC 135422107

Allc. Equation différenticlle vérifiée par la tension v(t).
La loi des tensions appliquée au schéma électrique ci-dessus donnent :
u(t)= 1-,?(_r}+v!_(r]+r(r) avec compte tenu des expressions la question Allaet

- de la définition de la résistance ohmique en convention géncrateur velt)=—R- i(r)

s Ak : di(t)
_ de la définition de I'auto-inductance en convention générateur 1-L(I)=— 5 E_
3 dvlt ) d*vlt
On en tire 1-‘R(r}| = R("—-{- 1 et v, (r}z LC'—'E‘ )
dt ¥ dt”
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d*v(1) +£ﬁ'1'(r) it

Wi=—xll).

puis I’équation différentielle :

dlln Snl it LC EC
: 1 7 ) MRS ©)
Avec les expressions de @, = —= et 0, = —— puis —=,, —=— et Q0 =——
I 7 o, RGPS To=% T 0, 19y ol
d*v(t dvlt 5 4
cette équation différentielle prend la forme : —() +%j +agv(f)= m‘;u(:).
dt Q, dt
AL2, Etude du régime forcé.
Al2.a. Ledipble AB en régime forcé.
Le dipdle AB est en régime forcé, car on « force » 1'oscillateur AB a osciller 4 la fréquence
imposée par le générateur et ceci au bout d'une durée transitoire trés courte de I’ordre de 5t
5 .
soit 0 =3 ps. On observe alors & ’oscillographe une sinusoide v(f) = U cos(@r + ¢) c’est-
L
a-dire la tension imposée par le générateur de méme pulsation mais avec un déphasage ¢ que
nous allons déterminer.
’ . : . v(r)
A12b. Expression de la fonction de transfert H(jo)= {—)
ult
Soit fr(.r) =U,e™ et ;.-(;J = 1,»;]6-"""“’:' ol @ est I'avance de phase de v(t) sur la tension u(t). La
dérivation temporelle de v(1) se traduit en notation complexe par la multiplication par jo. La
2 o, 3 2
fonction de transfert se déduit de 1'équation différentielle : —@"v + j I)-'-]- @y +0; v =) u Soit
0
0 -0+ X by =l
b t; 2, Dy 4
(0] 5 T .
En posant x =—, on obtient | 1—x" + j- -]1- = u et la fonction de transfert :
0 A
H(jo)=2=—— -
u 0 (l—x')—u.\'
Al2.c. Calcul du déphasage ¢ entre u(t) et v(t)
Le déphasage @ est directement relié 4 I'argument de H soit
Arg(H) = Arg(Q,) - Arg{_Q,(l - 1)+ j,\'). Q, étant réel, on obtient ¢ = —;\rg(gj{l - _\':)+jx)
b ; g o [0 g
soit ¢ =arctan| ————"—— |. On a d’aprés les données A <1 donc ¢ est négatif est
o(1-(.)) !
v(t) est donc en retard sur u(t).
31500/
A.N. : arctan ——m =—36,428 soit p =—36,5°.
9'988(1 5 ("Ijlmi_::-'lu})-)
AL3. Etude de la résonance en intensité.

Al3.a. Limpédance du dipéle AB

Par "utilisation de la loi d’ohm généralisé sous sa forme complexe, 'impédance complcxedu
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dipéle AB s'écrit: Z=R+ jLo— j = soit Z=R| 1+ j f.” i &)
[ g . = A= J—— = prced, - | e . o
Z 3 Co Ji R RCo ompte tenu des
expressions She, 0,0, = L et x il on obtient finalement Z = R| 1+ j ]
Pression: I Qg? 00 = pe el 3 L == +j0, -"_; de
T e
module Z =R ||I+Q,f L
\ ®, o,
[ 5
| ,( 31500 33709
AN, :135,/14+9988°| ———-———| =227489.S0itZ=227Q
\ [33?09 3;500] e
A.L3.b. Condition de résonance.
g e b U,
Le module de I'intensité complexe i égal a [, = ?‘ Comme Z(m) passe par un minimum
pour x = | donc pour @ = w,, I'intensité I, passe p{;r un maximum pour cette valeur o = ), on
se trouve alors & la résonance.
Al3.c. Résonance d’intensité et de tension.
U J
Onadonc [,| =——"— soit !L,| =ﬁ.
0=y Z{.l': [) =gl in
AN: 22004 soit 1] =004A
B e T soit [;| _ =0,
2 \ 1 1 1
A larésonance v(t)= j——i(z) soit v(1)= j— t)etd dule V, =——U.
v(r)=j Car i(t) o ) jRC(:),., u(t) et donc en module "= RCa, U, ou
Vo =QU,;.
A.N.: 9,988x 54 = 53935 soit V, =54 V.
Al3.d. Labande passante
On appelle bande passante 4 —3dB, le domaine de pulsation tel que I'atténuation
Llo) . If I -2
A=20log,, }’( ) soit supérieure 2 —3dB. Soit 20 log,, @ 2-3et @ =10 * soit
i) Ogax {1 3
approximativement I”{(n} 2 —I.l—- 1
2 o
La largeur Aw = m,-0, oli @, ®, sont les pulsations de coupures, ¢’est-i-dire les valeurs de ©
1 " U 1 U
pour lesquelles J,(w)=——1, .Eneffet —'~ =——C soit Z(w)= R+/2 soit par
A3 e Z(e) 2 R
Sk 2 b Lafhon 1Y 1
identification & I’expression de Z(w) = R\I 1+0y| x—— | ona Q)| x—— |=%l. On a donc
x x
deux équations du second degré dont la résolution donne pour les solutions positives
! T o NaD
(physiquement acceptable) : o :\—Q-l el i =&. Soit
, 20, W, 20,
An=w, -0, = b
G,
33709 ; L
AN.: X =3374,9 soit Aw = 3375 rad.s”".
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[0 : oo A
Oh= ﬁ—” caractérise I’acuité de résonance. Plus la largeur de bande — relative & o, est
(0] w,

petite (résonance aigué) plus le facteur de qualité Q,est élevé.

A.IL Etude des oscillations électriques libres.

1 i R L
Kt i
2
E T@ vi)| = ¢
% ¢ it
B
Figure 2

AJL1. L'équation différentielle vérifiée par la tension v(t).
En fait il s’agit de la méme situation que dans la question A.L1.c avec u(t) = 0. Soit
dv(t) o, dv(t
2 +—”—[ ) +aiv(r)=0
dt Q, dt

AIL2. Les conditions initiales de la décharge du condensateur.

; oy : i d o dw,
L énergie électrique W, d’un condensateur est une fonction dérivable du temps. dft = P,,.. W.(r)est

donc aussi continue, ainsi que u.(r). Dans le cas présent, il en résulte uf(O‘) = ref(O"j,l =E.De

méme, 1'énergie magnétique % Li* de la bobine est continue car dérivable. Ce qui impose

i(0%)=i(07)=0.
AIL3. L'équation différentielle réduite vérifiée par la tension v(1)
t 1 Rl I
En posant T=-—— (ou f=-—1), .= —_|— (ou 0.=———), on obtient pour chacun des termes de
B VLC , ) 2 \l L f 2(2-'3) p
b A : 1*v(t S dPv(t) w, dvlt c dvlT ; S
Iéquation différentielle : L. —l{—) - =0, —(-—)—._ —”ﬁ = %L et ) v(‘r) . Soit en simplifiant pat
dt ST O S R O S

5 skl i ('Fl-‘(‘t) dw-‘(‘r) f
+L(T)—0 s0it o +20 o -M(t)—O,

d!v('r) +L d\'(’t}
T SO T

@; #0, on obtient

AIL4. Deux régimes principaux d'évolution de la tension v(t).

Les solutions de I'équation différentielle réduite sont de la forme 1=(‘E) =Ve™ oti 1 est solution de
1’équation caractéristique r* + 20r+1 = 0. Le discriminant réduit vaut A’ = o~ 1. L’étude du signe du
discriminant réduit laisse apparaitre deux principaux régimes d’évolution de la tension v(T).

Premier cas : A" > 0, alors o > 1 (o est physiquement positif). Les solutions de 1’équation
caractéristique sont réelles et 1'on observe un régime apériodique (cf graphe ci-aprés)

Second cas : A’ <0, alors ¢ < 1 (o est physiquement positif). Les solutions de 1"équation
caractéristique sont complexes et I’on observe un régime oscillatoire amorti pseudo périodique (cf.
graphe ci-aprés)

CAPES de sciences physiques (concours externe) BUP n° 838 (2) - Les solutiols

-

AJLS.

___  BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS — 48— |39

o<

¥

2

\/\/\./

Le régime critique

On passe d’un régime & I"autre dans le troisizme cas ¢’est-i-dire lorsque A’ = 0 soit o = 1. D"aprés
—

I’expression de o, la résistance da circuit vaut : R :2\'IE . Cette valeur particuliere de résistance

(difficile & atteindre expérimentalement) est la résistance critique sous-entendu limite du passage entre
les deux régimes.
[0,04 A ;
AN.: 2| ——— =2,6967.10° soit R-=2,7.10" Q.
V22.107 7

AJIL. Oscillations électriques entretenues.

ALITL1. Résistance négative.

Vol, g5 _

DA
L R A

E + fs

b i ofl
| 1A,

i(1)

Figure 3
On a dans Ta maille ASB : u = Ri+(R + R,)(i +i;). De méme dans la maille ASV":

g=R(i+i;)+ Ri.Mais & = 0 implique —2R,i = Rji; soit —ig = 2i donc u= Ri+(R, +R,,)'[—‘!'} soit
u=—R,i. ‘ o : _

La puissance instantanée dissipée dans le dipdle RLC vaut p(t) = u(t).i(t) = Ri’(t) (c’est le se
dissipatif du circuit).

ul élément

d*v(t) dvlT : R-R, '§ e
L’équation différentielle du circuit RLC ; -—E‘- }-+30£-—1'£E)+1'{1'J:0 aVEo Uigs o q_l '\II I oIl
(s (s =
ﬁFE]*U[TJ =() si I’on choisit R, = R. On retrouve dans ce cas 1’équation différentielle d'un
dt
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oscillateur ha.ri_nonique,_ :
L’énergie provient du dipSle générateur AB (i résistance négative) en fait un générateur de = 1’(!) = C q[f} et
caractéristique u(t) = -R,i(t) en convention récepteur qui vaut p, = —ui = R,Jil, Comme Jij = _l_|£ | ~u=-R,i+bi.
YAneroie - PR T e KA ol i .
1'éner 'gnl, provient del amplificateur opérationnel et plus précisément des alimentations de I’ AQ), On ; d'u.(.r) df(r) di(r) 1! (ﬁ(;] - ,;[f( f}
peut facilement s’en convaincre sur le schéma en observant les courants de masse et de sortie de Soit b o =—L? - RE“ = z{f) =—R, ?+3b1 = et

I"'amplificateur opérationnel.

ii(r)’ 2 dilt,
finalement 1'équation différentielleeni: LC (—:E) + C(H -R, +3bf"] _:Er_} + f(r) =0
= d

A.IIL2, Oscillateur de Van Der Pol, <

ATIl.2.a. Modele u = f(i) du dipdle AB AJIL.2.c. Condition de stahilité de 'oscillateur de Van der Pol.
i Procédons au changement de variable x =i et t =, T, on obtient pour chacun des termes de

L &ilt)_; d*(1)

I’équation différentielle E S FTp & dt

C(R-R, +3br’1]%(:)=wn(?(R— g,}[1 +.£Lﬁﬂx3 ]dz(:) et x{t). On obtient

%ET) - a{] - ﬁrzj%@ +x{“r) =(} avec par identification = (Rn - R)\lll% et B=%.
(Rem : on peut écrire o =(R, — R)RLQ, et af= %)-

La condition de stabilité de I’ oscillateur, & savoir § =0, se traduit donc par K, = R

Figure 4

Etude de la fonction en supposant b>0.Le domaine de définition est tel que i ne doit pas

B OSCILLATIONS MECANIQUES

Spasser — i - i : ) : S ; I Déte ion d'un coefficient de viscosité.
dépasser 2 Baue (courant maximum en sortie de 1’amplificateur opérationnel). La fonction est g Doterais g i

impaire, elle admet done I'origine comme centre de symétrie. Les zéros de la fonction sont: BL1
I 15

i=0, ;':-I—lﬁ

d Questions préalables.
g
S La dérivée 3 =—R, +3bi*, polynoéme du second degrés, admet deux zéros.

i B.L.l.a. Référentiel galiléen.

En conséquence u(t) a deux extréma en i, =+ [ Ry e 2 R, |' R Un référentiel est un systéme de trois axes auquel on attache un repere d’espace et un re,pére‘
b5 7 e ol i e temporel (une horloge). Un référentiel est galiléen si le principe d’inertie y est vérifi€, ¢’est-a-
dire si un point matériel isolé est animé d’un mouvement rectiligne uniforme (le repos €tant
un cas particulier du m.r.u)

Lt

gt
u,

max

[l 'h )
B.I.1.b. La mécanique newtonienne.

La mécanique Newtonienne est la mécanique dans laquelle les lois de Newton sont vérifiées.
Le temps a un caractére absolu, ¢’est-a-dire que la durée séparant deux événement est
indépendante du référentiel galiléen considére.

2
w
Wl

B.Ll.c. Un fluide parfait.
Un fluide parfait est un fluide pour lequel les contraintes sont toujours normales aux_surfaces
délimitant le volume accessible au fluide. L’absence de composante tangentiel traduit
T simplement 1’absence de viscosité et 1’écoulement du fluide se fait alors sans dissipation
d’énergie.

AIIL2.b. L'équation différentielle vérifiée par l'intensité (t).
Par application de la loi des mailles on a u{f) = L'R[f}‘l"' L'L(F)+\"(f} avec
. ]"R{f}:_R' i(r),

= "r,(f) = 'L'd;(%)‘

ES de seiences 2o i : sl : W - : £ . ot chimie
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B.L.2. Expérience dans I'air.

B.I.2.a. Expression de l'allongement du ressort & I'équilibre.
i
------ $=Hla
Ol
X
Soit le systéme {bille} immobile dans le referentlcl du Iabomtoue supposé galiléen. La
relation tond'uncmalc de la dynamique s’écrit : 2 F... =ma. Labille n’est soumise qu'i son
poids Rl g et & la force de rappel exercée par le ressort : ;; =—."\'[f e ] si on néglige la
poussée d’ Archiméde exercée par |'air. '
A I’équilibre pour I =1, on adonc : mg—k =l J: 0. On projetant cette relation sur la
verticale descendante Ox, on obtient mg— .ff{:a’r —1,) =0 soit finalement [, —{, = -”:' ou en
S 4 4
fonction des données du probléme : [ -], = f_u. 3 nR".
9,81 4 a3 a b
AN. ==2700n(1.10) =36,98.10soit [, ~f,=3,7 cm.
B.1.2.b. Caractéristiques des oscillations.

D’apres la conservation de I’ énergie mécanique du systéme {bille} dans le champ de
pesanteur (champ de force conservatif) et soumis & la force de rappel du ressort (force
conservative) nous avons : E =E +E, +E, . 1'énergie potentielle de pesanteur est telle

que P=—gradE  tandis que 'énergie potentielle élastique est telle que E =—gradE .

izl
— 3 =

Prenons comme origine des positions la position d’équilibre et notons x e, =/-1,.

[E W2}

I
. dion |
dx

L’énergie potentielle de pesanteur vérifie : mg=—— dE :—_[_‘ mgdx’ soit

w0
E, (\} Bl (U_,'l =-—mgx. En prenant E (1=1)=E (x=0)=0,0na E_,,P(x] =—mgx.

Pour I’énergie potentielle élastique, on a —k[f - J:—grad E, soit

SRt gy s IE e il \
—k[.\'e?+f‘ & ﬁ,J=—grad.-‘_-,‘l,,_, soit —k(x+1, ) =—- 2 o [ aE, = [ k(x+1, - b)det
% .o 9E;

soit E, (x)-E,(0) _-;5 kx® +k(L —1)x en prenant E(1=1) = E(x =0) =0 on a
Ep((_r:} =—fx’ + k(fr_ - fl”}_‘ﬁ :

L’énergie mécanique vaut donc : E =%m.‘i ~ mgx- r—L\" | f\f.l' =k )\ Comme nous avons
m\ Bee ] k_\ Le systéme étant conservatif, ond

montré que mg—k(l, -1 ) -0, il vient E

iE ] i : ,
E, = cste. On en déduit que L —-—[-—m.'\"" I ! kx® | =0 soit ¥+ R-_r:'(}. C’est I'équation
dt  dt 2 "

. BUPLL BRI DR L G0 NG RS R ST N 133
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différentielle caractéristique d’un oscillateur harmonique de la forme ¥+ajx=0. Par
: Lt Lo [k 2n Im
identification, on a donc @, =\J|E et T, :-63:=2n,4'--k- !
|4 TR’ 1=,
Soit en fonction des données du probléme T, “\I r o =2n\| _g
————
2700m(1.10™ i .y
AN.: \—{7(3 -)——385,78.1()"‘ soit 7, =386.107 s
Les solutions de 1’équation différentielle du mouvement sont de la forme x(r) =A cos(mof +(p)
avec les conditions initiales : x(O) =x, =1 cmet jr[[]} =0.Onadonc x, =A cus((p) et
—Aa, sin(@)=0. Si 'on exclut a priori la solution A = 0, ona ¢ = 0 et A = x, soit
x(t) = x, cos(wyt).
B.12.c. Latrajectoire de phase.

On a done X(t) = x, cos(wnr] et Y(r) ==X sin(mﬂf}. La courbe paramétrée correspondante est
donc un cercle de rayon x, tel que X*(r)+Y*(¢)=1x; .
Le sens de parcours est déduit des coordonnées du point & I'instant # = 0" et est indiqué sur Ie

schéma ci-dessous. P
La courbe se referme, ce qui traduit I’absence de phénoménes dissipatifs.

LY (1)

B13. Etude dans de I'huile de viscosité 1.

Figure 5

L'allongement du ressort dans sa position d'équilibre.

Par rapport au cas précédent la bille est soumise a une force supplémentaire, la poussée Sy

d’ Archiméde exercée par le fluide. C’est une force de direction verticale dirigée vers le hau
I’allongement du ressort sera donc plus petit qu’a la question B.L 2.4

B.I3.a

7 secti hysique et chimie
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B.13.b.

B.L3.c.

B.13.d.

B.lL3e.
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En tenant compte de la poussée d” Archimede soit 7, =—|i, %TER‘;:, on obtient & I'équilibre
1l : — o Sl e | 4 » - g : i z !
I"équation : m\[{—k[ I —I“J—pz 3 nR g =0 qui s’écrit en projection sur OX :
4 . . At
Ly R g—k(l —1)-n, EJTR' £=0 soit finalement : /-] = 3 TR é—(p, —1,).

k
4 2} A o 3 v
AN.: gﬂ:(l, 10?)’ 2 -38—'(2?00 =800) = 26,02.10 * soit L'~ 1, = 2,60 cm.

Dimension du coefficient de viscosité.

L’équation au dimension de 1'équation 1= 6 indique que 1 a comme unité
nr

kgm.s” ST ] 1
g—_1=kgm 's”" soit la dimension ML™'T.
m.m.s

Equation différentielle du mouvement

Nous I’avons vu, le systéme {bille} est soumis dans le référentiel du laboratoire i trois forces
dont les expressions ont été déterminées. L application de la relation fondamentale de la
dynamique & ce systéme donne :

— —

. T 4 = - - +
mg— k[f—!n J—j.lz gn:R"g — 6Ny =ma soit en posant x e, =I—{’ et en projetant sur 1’axe

Ox on obtient :
Al 4 :
mg— k{x+ faiss FQ)— My ;TER"g —6nnri=mi. Comme -], = g R’ f(pl - ul), il vient

h Kk
X+—i+—ax=0.
)

Expression de Q.

! 4 i 1 4 k : 1 |pkr

Soit Q0 =—mp,r’ el — it == =T

e S PR e [ e sl e
\|§Ru|?‘

Caractéristique du mouvement lorsque Q > 1.

* L’équation différentielle peut s’écrire ¥+2Ai+w;x=0 avec 24 = +-. Le discriminant

s oL s e I
réduit de I équation caractéristique, A’ =A" —w; ou A’ =

—; peut s’écrire

4m*
A’ =(0§[1 i .,-—l] ou A’ :UJ,Z[—IL— ]]. Si Q > I le discriminant réduit est négatif. Les
4dam’ 'l 4 @ &
solutions de I'équation différentielle sont des sinusoides amorties de la forme :
x(t) = Ae™ cos(wr +@) avec 0=, |t [1_ e —I—I—_
“\I 4 0Q° , 1\”_40:

Ae™ cos(wr +)

* Le décrément logarithmique est donné par §=1In| —— — — | soit =AT ou
Ae" "cos[w(r+?‘)+(p)
h o - 1T
6=—T.C =ma,/h il vient : d=——2—,
e omme Q ), i 20

BUP n® 838 (2) - Les solutions
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[x(Dencm |6 445 [330 [245 [1,8 [1,35 |
[In(x(t) 1,791 |1493 [1,194 [0896 [0.587 [0.300 |
(8 0,298 [0.299 0,298 [ 0,309 |0.287 |

Ces valeurs permettent de supposer Q >> 1.

o | b
PourQ>>1l,ona T =— l—l =T, etdonc 6=—.
o 1- PR o
de 5 est 0,298 et Q = 10,535 soit @ 10,5 et = [Pk
2 £S V 1 = 10,335 so1 =14, T e
La moyenne des valeurs de § est 0,298 et Q 30\ 3n
(Pt e
= 2
Kootk b (ZT002 3R LIDE ey i g B
3x10,535 ) 3n

B.IL Etude d'un pendule simple.

Figure 6

B.IL.1. Oscillations de faible amplitude.

B.IL1.a.

B.ILLb.

BILl.c.

Yol. 95 . Novembre 2001

Enoncé du théoréme du moment cinétique appliqué 4 un point matériel.

Dans un référentiel galiléen, la dérivée par rapport au temps du moment de la quantité de
mouvement (moment cinétique) d’un point matériel M par rapport & un point O fixe est égale
au moment par rapport & O des forces extérieures appliquées a ce point.
o Ema
Lo =Y OMAF,

Xt

La trajectoire du point matériel M est plane.

Il n’est pas dit dans 1'énoncé que le point d’attache fixe une contrainte de mouvement dans lc.
plan. 11 faut donc prendre en considération les conditions initiales du mouvement et les causes
de celui-ci. L’écart angulaire initial est dans le plan xOy, il n’y a pas de vitesse initiale et
enfin les forces appliquées au point matéricl M sont dans le plan xOy. Donc le mouvement ne
peut avoir lieu que dans un plan (xOy ici).

L'équation différentielle.
Compte tenu du caractére plan du mouvement, il est judicieux de travailler dans le repére

ey —_— —

local | e e, e, | 'expression du moment cinétique L, =OM a my s’écrit
. " Fe
L,, =le, n mife, (sachant que 1 est une constante).

——t

dL, T : . Ari :
19 — m*8 e ainsi que la somme des moments des forces extérieure

Exprimons la dérivée ”
[
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L 4 =
le, n Pe,+le, n(~T)e, soit—mglsin@ e. . (Attention le sens positif choisi pour 0 est cohgy,
i b b - - . . . i Enl
avec un sens de rotation choisi arbitrairement positif selon e, ). Par application du théorgm,

2 &

c1—dessps il vient ml°0 =-mglsin® . Pour une élongation de petit angle (sin® =)
I"équation différentielle du second ordre devient linéaire & coefficient constant sans secop

7 &
membre 8 + = /e 1’équation ¢ isti 2 SCi i
! 6 =0. On retrouve I’équation caractéristique d’un oscillateur harmonique de

la forme & +@;8 =0. de pulsation propre de m, = ’*,||| -
I
B.IL1l.d. Une valeur de g.

| .
2

La période propre est donnée par : T, = o =2 ||i. soit g= %K 1

(ij 1‘|| g !(?
Am e
: [40‘] 5 ] 71=9,810. Compte tenu du peu de chiffre significatif donnée sur la longueps
20

(un chiffre signifﬁcatif) onags= .13 10" m.s™. Si ’on suppose que la longueur est connue ayee
plus de quatre chiffres significatifs alors g = 9,810 m.s™'.

B.IL2, Cas général.

B.IL.2.a. Expressions des énergies cinétique et potentielle et I'équation de la trajectoire.

L’énergie cinétique du pendule vaut par définition du moment d’inertie J,, E, = ljmgz soit
e Lo =3

e
E.=—mi9".
2
Le poids est la seule force conservative (la tension de la tige ne travaille pas) donc 1’énergie
potentielle est telle que P =—gradE, soit dans le repére Oxy mq: = i E e soit
(=5t 5 dx 7% 3

_l.E dE = Lu mgdx’. Avec x=IcosB et compte tenu des conventions choisies E, = 0 pour

ny

B8=0,ona ‘[FQ’E; :—mg"‘fmadf d’on ) =mgf(1—cnsﬁ)_

L’énergie mécanique du systeme : E =;me"6' +mgi[1—1:059) peut s’écrire

i
_2_E|7:____f_92 .2(] 5 'B) |18 . :

el +2(1—cos8). Avec o, =,||||7 , on obtient I"expression demandée :
¥ +2{1—c0.~;8)=%

mgl

CAPES de sciences physigues (concours externe) BUP n” 838 (2) - Les solution®
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B.I1.2.b. Interprétation du portrait de phase de cette équation donnée a la Figure 7 ci-dessous.

Yo !

2—3\/’\/ '\i\'

0G| N T
] O

-14

]

Figure 7

« Les trajectoires de phase correspondant a B, < 2mgl sont celles telles que 1'énergie
mécanique initiale est inférieure 4 celle pour faire juste un tour complet soit par exemple avec
EJ_J[TE) =2mgl, E(m) = 0. La condition E,, << 2mgl suppose des petites oscillations.

L’équation des portraits de phase peut s’écrire a ’ordre le plus pas y~ +x" = 3 = . C’est
mg
ek
I’équation d’un cercle de rayon \|| ’J—,f ¢’est donc la courbe 7( modulo 27) donc 7° aussi.
2mgl

Rem : Les trajectoires 8§ et 8" correspondent aussi a des oscillations, mais dans le cas ou

E,, < 2mgl. Dans ces conditions d’oscillation non isochrone, la période dépend de 1'énergie
mécanique initiale. L’ oscillateur devient anharmonique. Les trajectoires de phase sont
fermées, ce qui traduit I"absence de phénomene dissipatif, mais ne sont plus des cercles.

s Les points A de la figure appartenant aux courbes 3 et 4 correspondent & des mouvements de
révolutions autour de O. C’est-a-dire que I’énergie mécanique et tel que E, = 2mgl . Le
point A correspond & I"annulation de y. En ce point, la vitesse angulaire s’annule .On est donc
dans le cas ou E,, = 2mgl : I'oscillateur 2 juste I"énergie mécanique nécessaire pour faire un
tour sans vitesse au point 8 = £7. On reste sur la courbe 3. L'existence de ce point A de
rebroussement ou de discontinuité traduit simplement 1'instabilité de cette position
d’équilibre.

a. Comme nous I’avons vu & 1'une des questions précédentes, les courbes 7, 7,8et8
correspondent 4 des mouvements oscillatoires

b. Les mouvements de révolution débutent avec les courbes 3 passages & 4 soit pour

E, = 2mgl et 1,2 (pour des vitesses positives) et 3, 6 pour les vitesses négatives s0it

E, > 2mgl.
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B.III.La résonance paramétrique.

l.2]

® |
x

Figure 8

B.IIL1. Intégrale premitre de I’énergie

CAPES de sciences physiques (concours externe)

B.III.1.a. Expression du moment cinétique du pendule par rapport a 0.

—_—
Comme on I’a vu dans la premiére partie : L,, =OM A mv soit dans le repére local

A i 2

Lo =le, nmife, soit L_ﬁ :mf(r)cee:

B.III.1.b. L’équation différentielle du mouvement.
La somme des moments des forces extérieures le, A Pe, + le, A (~7(1))e, se réduit a

—mglsin® e, . Par application du théoréme du moment cinétique en O fixe :

d ettt , dr, e
L =Z OM A F,,, le mouvement est toujours plan, et =m0 e +211m Be.. 1l

dt i)
i

vient alors 8+2 @ 0+ m sin6=0. On, reconnait 1 une équation différentielle dont un des

coefficient dépend explicitement du temps. Elle est du type 8+206+ o (:}sin 0=0 celle d'un

oscillateur paramétrique.

B.IL1.c. Equation différentielle.

En fait en dérivant le premier terme, on constate qu’il s’agit de rechercher une expression de

la forme 86+ méeé, Qui n’est rien d’autre que I'équation différentielle de I'oscillateur
harmonique classique multiplié par 0.
Faisons apparaitre les termes de I’équation différentielle de I’ oscillateur harmonique dans
I"équation différentielle de Iencensoir moyennant des conditions d’approximation.

: Tl
Avec (1) = I,(1+ecos(Q)), §=—LeQsin(Qr) et 6+ 276+ %me =0 on obtient
_ LgQsin Qs i
L(1+ecosQr) ™ I,(1+ecos)

(1]

6-2 sin@=10

L e g 8 ;

Approxi nli:a dre 2 Al —— =—=(l—-ecos
pproximatio 1]'ordre 2en€ (e<< 1)ona L) i (1—ecos )

Approximation 2 : & I’ordre 2 en @ (pour les petites oscillations) : sin® = 6

Le modele proposé ne sera donc valable que pour de petites oscillations de I’encensoir.

Dans les conditions de 1'approximation 1, I'équation différentielle s”écrit :

B+ f (1 - £cos Qr)sin® = 2eQsin Q{1 — ecos Q)P

o

D 4

BUP n” 838 (2) - Les solutions
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ou 6+ 5 5in@ = 26Qsin Qr(1 - £cos )0 + £ 2 sinBeos Qr
0 il

(e s ol Rty ot
soit compte tenu de 1’approximation 2, de la relation — = wj et en développant :
]

B+ 2 9 = 2600 5in Q1 + 007 cos Qt — £720Q sin Qt cos

Al ol;drc 2, on néglige le terme en £”et ’on obtient :

6+ fe = (02 cos Qr +20Qsin )

En 1T;Iultiplianl le tout par O on a finalement I"expression demandée :

a4l g o; Sl ¢[ 300 cos(Qr) + 2067 sin(Qr))
drl 2 2

B.I1L2. Détermination de la condition de résonance.

JILZ.a EXP ——I
i ression de
B 5

Lol 2 1 o : N
Montrons d’abord que I'expression précédente [5 0" +w, = ]est proportionnelle & A”. Si

c’est le cas cela signifie que 1'expression dérivée n’est rien autre que I'énergie mécanique a

une constante multiplicative prés comme on le suppose dans 1'énoncé.

Ona 0= Acos(@,t+@) et 8= Acos(@t +@) — Ao, sin(@,f + @) mais compte tenu de

iy e Aol s :
1'approximation A << 2‘;{ , © sécrit O =—Awm, sin(@yf+¢).

; B o 1,22 2
Alors 1282 +m§% = EA‘wﬁsm”[mUz +(p}+§_4 w2 cos* (0t + @)

1. e
Soit 56‘+m57=§,‘12w,,.
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Mais on nous dit dans 1'énoncé que E o A® donc pour s’approcher de I’expression demandée

on peut crire :

cliflilms enes OF il il i

—| =0 +0;— |=z0;—(A"

Pl Ddr( ) _
puis par identification avec | ‘expression de la premiére partic :
Tk riles o ik Tl

5 55(#)=E[mue(:‘lcos{Qr}+2§19 sm(Qx)]
soit en remplagant 0 et 6 par leur expression
lofi
s2
1l

Dol el

cos(w,f + ¢)sin(@yt + @) = %sin(ZmUr +20) et 2sin*(0,f + @) =1 cos(20,1 + 2¢)

et I’équation devient :
A sz}s[—mo %sin(Zm,,t +20)cos(Qr) + Q1 - cos(20,¢ +20)] sin{Qr)]
mais :

sin(Qr)cos(20,1 +2¢) = ;— [sin(€2s +200,¢ + 2¢) + sin(€f — 20, - 20)]

Yol 95 _ Novembre 2001

(42) = e[-0}A cos(,t + 9)sin(@,f + @) cos(Qr) + 24’0} Qsin* (f + )sin(€21)]

~ 0} < (A7) = A0le[ -0, cos(wt + ¢)sin(w? + @) cos(Q) + 2Qsin”(wyt + @) sin(€r)|mais :

Section physique et chimie




Wl e BUE LR T NWHEL E AU N RO X WDESA P HYSNGETEN 5 T

: lipe :
sin(2m, + 20) cos(Qr) = —2—[sm(2(u[,r +2¢ + Q) + sin(20,1 + 20 — Q)]
et I"équation devient :
o : w, 17, ;
A’oge| 2Qsin(Qr) - —* sin(200,7 + 2 + Q) + sin(2e,1 + 2 — Qr)]
2
soit aprés regroupement :

Aol 2Qsin(Qr) - %’-é—[sin{[an + Q)1 +20) + sin((20, - Q) +29)|

sin(ﬂf + 200, + Eﬁp) +sin(Qr — 2wt - 2(p)]j|

_%[sin((Zmﬂ + Q]s + 2(9) - sin{(Zmu = Q]f + Z(p)]J

et aprés mise en facteur :

%Alwﬁs[ZQsin(Qf) = [% . Q][sin((Zm,] +Q)r+29)]- [% = Q][stn((_Zmr, ~ Q)+ 2tp)]}Si
I’on admet la proportionnalité de E avec A” (ce que nous suggére 1'énoncé) alors

1 cf — ¢[(20sin(@) - (% + Q)sin((20, + Q) +20) - (% - Q)sin((20, - Q) +20))]

B.II1.2.b. Moyenne de lE
E dt

a. Qdifférentde 2 o, ;
Rl i . {1 dE\
Si Q # w, et compte tenu de '\sm(a,f+bj) =0 Va, Vb ona {——)
i NE drf,
moyenne |’accroissement relatif de 1’énergie mécanique est nulle. On reste dans le cas d’un
oscillateur 4 énergie constante.
b. € égal a 2 m,. L'énergie croit exponentiellement.
1 dE 1 dE I, )
Si Q =2w, I'expression de —— devient —— = g||2Q sin(Q2¢) = =~ sin( 4, f + 20 et
o Texp pa Covient g =e[(262sin(f) - sin(4a -+ 20))]
compte tenu que (sin(a)) =0 et (sin(4w,t + 2(;)))r =sin(2¢) ona:
/1 dE\
e
\E dt {,

=0 ,c’est-a-dire qu’en

3ma LR ! k) i

=€ —sm(Zq)) soit { ——— | = 0Ol et en premigre approximation, I a I’équation
2 \E dt/,
d(E|

différentielle de 1’énergie moyenne =o{E) dont la solution est tel que (E) =< ¢™

C'est le phénomene de résonance paramétrigue.

C A PROPOS DU LASER
CJ. Etude de I'amplificateur.

C.L1. Les trois types de transitions possibles
L’ émission stimulée consiste dans le renforcement cohérent d’une onde de fréquence v, par la
transition d'un atome d’un niveau &, — ¢,. Elle est donc provoquée par I"arrivée d'un photon, de
méme énergie que celle susceptible d’étre libéré par 1'atome retombant au niveau d’énergie inférieur
c’est-a-dire hv,, =€, —€,. Le photon induit aura non seulement la méme fréquence mais aussi la méme
quantité de mouvement, Ia méme polarisation ainsi que la méme phase que le photon inducteur.

CAPES de sciences physiques (concours externe) BUP n° 838 (2) - Les solutio$
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e

Rappelons les trois types de transitions :
» £, — g, : I'émission spontanée : influencée par les collisions entres atomes et donc fortement

aléatoire. L’émission spontanée est statistiquement isotrope sans relation avec un rayonnement

incident
&
~F
=
F'J
EE ST Y
émission
spontanée

: : g, : ;
* g —» €, : absorption induite : 1'onde électromagnétique de fréquence v,, =——"s’amortit en cédant

de I'énergie aux atomes du milieu.

i S
A
EAVAVAT -
T
absorption
s £, — £, : émission induite ou stimulée : I'onde excite I'alome qui en se désexcitant émet un
b it
rayonnement de fréquence v,, === }—'
1

Ao | Aunvs photon incident

~unu s photon stimulé

€'2
émission
stimulée
C.L2. Loide Boltzmann : N = N, exp(—& / kT).
C.I2.a. Expression du rapport Ny/N, des populations d'atomes.
L’expression N, =N, exp[;{—;{] donne la population N, d’atomes occupant le niveau
Nosihs ot
d’énergie atomique £, pour une température T, puis Fj Hur R O
1
CI12.b. Calcule du rapport N/N, i la température T = 393 K
A N, -
A.N.: g L8075 — 74 883 107" soit R’_- =74,8.107".
1
CI2.c. L’inversion de population.
Pour que I"amplification de la lumiére ait lieu, il faut que dans le matériau, 'émission
stimulée soit plus forte que I’absorption. 11 faut done qu’il ait inversion de populatfon soit
N, > N,. Si on admet que e =K (N, —N,) avec K >0, la condition N, > N, implique que
o < 0. L’intensité lumineuse croit exponentiellement. Le milieu produit une an,lphﬁc_anon de
Iintensité : on dit qu’il est actif. Différents systémes de pompage permettent d’obtenir cette
inversion de population sans laguelle I'émission stimulée ne pourrait avoir lieu.
C.L3. Transition radiative d'un laser hélium-néon.

Rl ol £, 78 n he
On a par définition : v, =V, = 3 et ¢ = AV, soit A, =
1

£, —§
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A N.:

6,626.107*.299792458

BULLETRINI, DE LIXUNTGN \DES PHYSI:CIENS T Tmpant

. 196x1,602.10™
6,626.107*

= 473,87.10" soit v, = 474.10Hz

TR 632,63.107 soit A, =633.10° m.

C.IL Etude du résonateur

C.II.1. Réflexions successives sur les miroirs M et M'.

C.ILl.a.

C.IL1.b.

CAPES de science
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M;f
Figure 9

Soit ¢ la vitesse de la lumigre dans le vide. Expression du retard de phase ®

On a représenté sur la figure deux ondes transmises parallzles qui interférent donc  I'infini.
Lal différence de mar?hc vaut: &= [.}P!MJPH] = [JPHP]

soit compte tenu des indices de réfraction : 8 =2nl J —J H,

Exprimons & en fonction des grandeurs intrinséques. Ona: L=1 o , CO8i, puis

p o pe

L ol -
JH, =JJ cos[x +-£]=J Joasini’ et JJ . =2Ltani

: L i :
Soit 8 =2n e 2Ltanisin{’. La loi de la réfraction sini’ = nsinipermet d’écrire
si

L . . 1 osinc
8 =2n—— - 2nLtanisin{ soit 8 = 2nl] — —~—— | ou encore &= 2nLcosi.
cosi cosi  cosi

Le retard de phase correspondant est ® = 2?1% soit @ = -’1m‘t£cos£ :

)b

Les modes propres de la cavité.
Il y a interférence constructive lorsque & est un multiple p de la longueur d’onde A, Ou encore
® =2nx p (peN). Compte tenu de Iexpression du retard de phase, cette condition se

S 1 ) : c :
réécriten A, =—2nLcosi. On en tire les modes propres v =— = p—L— =

; 2 :
A 2nlcosi

Dans toute la suite du probleme, on suppose I'angle d'incidence i nul et l'indice n du milieu

s physiques (concours externe) BUP n° §38 (2) - Les solutio
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actif égal a l'unité.

I1.2. Détermination des fréquences des modes propres v, et de la distance spectrale Av,

o . ¢ c
Avec les conditions proposées, ona v, =

i
La distance spectrale vaut par définition Av, =V e soit Ay, = ;‘E.
079245 : 4
: w =599,585.10° soit Av, =0,60.10° Hz
2x0,25

c.JL3. Comparaison de Avy, Avy et Av,..
v
Par définition du facteur de qualité de la cavité, ona: Av, = Q—”

P

4,74.10" '
A N.: T =4,74.10° soit Av, =5.10° Hz.

On observe donc que Av, <Av, < Av,.
L.’écart entre les modes propres Av, est trés supérieur i la largeur de raie laser centrée sur Ve les

résonances seront bien séparées.
La bande passante de I'amplificateur étant supérieure a Av, et Av pj2 O observera plus d'un mode

propre.

C.IIL Applications du LASER.

Applications Médicales Industrielles | Télécommunica| Laboratoire
tion
Directivité Cautérisation, Découpe
microchirurgie,
ophtalmologie y
Cohérence Télémétrie, qualité Fibre optique |  Interférence
d'une surface, CD-ROMetc... | holographie
X mesure de vitesse = | EEAS B
Puissance Découpe | |
1. H. Maillet, Le Laser - Principes et techniques d'application. Technigue et

Documentation - Lavoisier, Ed. (PARIS, 1990).
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